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I ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ЦЕЛОЧЦСЛЕЦЦОГО ЛПИЕЙНОГО
ПРОГРАММПРОВАНЫЯ

V:

I
О том что многие задачи экономит!, управления п планирования до-

точно формализуются с помощью модели линейного программи-
в наших консультациях уже рассказывалось [1, 2]. Мы

задачи ЛИ, в которых необходимо ввести дополнитель
на переменные: все пли часть переменных должны быть

е

статочно
роваиия (ЛИ)
рассмотрим -
ные ограничения

таки

j
^^^Возьмем следующий пример. Имеется девять самолетов первого типа

сять самолетов второго типа. Эти самолеты необходимо таким образом
^ ^^педелить между двумя авиалиниями, чтобы эксплуатационные рас-
распр времени были минимальны. Прп этом как по первой, так
^*^пс^ второй линии следует перевозить в единицу времени не менее чем

рппшщы Груза.
Известно количество грузов aij, которое может перевезти в единицу

один самолет i-ro типа при пспользовапип его на J-ii линии:
вре^ии ^ а21 = 6, а22 = 5. Известна также величина сц эксплуа-

пасх'одов в единицу времени прп использовании одного само-
рационных^1^ на /-Й линии: си = 5, = 14, = 18, С22 = 10.
^^^Пбпзпачим через Xij — искомое количество самолетов i-то типа, выде-

^  для У-й линии. Тогда задачу о распроделепии самолетов между
можно поставить как задачу ЛП.

a:i2, ^2u ^22, удовлетворяющие следующим условиям;

min.

лясмое
авиалиниями

Найтп числа хц,
(1)"Ь 14ti2 + 18.0:21 + 10^22

I

I

(2)+ 60:215о:11
(3)5о’22 53,7o:i2

Хц + .^12 (4)<9,
(5)0:22 10»^21 “h

(6)ХцI'
●I

известных методов ЛП (см. [2]),
задачу (1)-(6)- одним из

следующий оптимальны!! план.

|\
решая
получаеммы =4.

й функции (величина эксплуатационных расходов)

14
0:22 = 5 —

7
(7)= 3 Л.*21 17’а: 12 17’

10
= 5 —

17ха
i

Значение целевой

= 209 —
17

равно:
Саха + С12Х12 + ̂ 21^:21 + СггХгг (8)t.  ‘

8*
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Очевидно, что план (7) не может быть практически реализован — ко
личество самолетов должно быть обязательно целым числом (мы считаем
невозможным, чтобы один и тот же самолет часть времени работал на
первой линии, а часть времени — на второй линии).

Если же, кроме выполнения условий (2) — (6), потребовать еще, что
бы переменные хц были целыми, то мы получим следующий оптималь
ный целочисленный план:

= 5, = 5.

Значение целевой функции равно:

СцХ^^ + CizX^^ + -h С22Я:Ц = 221'.

Итак, линейная модель (1) —(6) недостаточно полно описывает инте
ресующую нас задачу о распределении самолетов, так как в модели
(1) —(6) не учтено требование целочисленности переменных. Аналогич
ная ситуация возникает при анализе ряда других линейных моделей. Та
ким образом, нам приходится рассматривать задачу целочисленного
нейного программирования (ЦЛП) *.

CiXi 4- С2Х2 -h . ● . + СпХп

(9)

(10)

ли-

dl)max,

aiiXi -j- Ui2X2 UinXn = &1,

apilXi 4“ OmZ^2 OmnXn — Ь

Om+l, iXi Om+l, 2 ^2 4“ ● ● ● “h ^m+1, n ^ b-m+l

m, (12)

Um+p, 1 Xi 4“ Om+p, 2 ^2 4“. ● ● ● "f“ Om+p, n Xn  ^ bm+p, (13)

(14)

(15)целые.Xi, X2, , Xn

В задаче (11) —(15) условие (15) — это требование целочисленности
всех переменных {полностью целочисленная задача линейного
мироваиия). Иногда требование целочисленности накладывается
некоторые переменные — тогда получается частично целочисленная зада
ча линейного программирования.

програм-
лишь на

II. НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ, СВОДЯЩИЕСЯ К ЦЕЛОЧИСЛЕННОЙ
ЛИНЕЙНОЙ МОДЕЛИ

Рассмотрим некоторые типы задач, сводящихся к задаче ЦЛП. Цело
численную линейную модель мы вьшишем, взяв в качестве примера так
называемую «задачу о ранце».

Задача с неделимыми объектами. В задачах этого типа переменные
Xi,. ..,Xn обозначают количества физически неделимых объектов: стан
ков, судов, самолетов и т. д. Примером задачи с неделимыми объектами
является задача о распределении самолетов, рассмотренная выше.

Задачи данного типа — это наиболее «естественные» (т. е. легче всего
формулируемые) задачи ЦЛП. Оказывается, однако, что к задаче ЦЛП
можно свести и целый ряд других задач, па первый взгляд пе имеющих
ничего общего с ЛП. Примеры таких задач приводятся ниже.

Задача о ранце. Имеется п грузов весом gu g2, ■ . ., gn. Оценка грузов
Требуется загрузить ранец (самолет, корабль и т. п.)равна Cl, С2, . .., Сп-

* Если ввести свободные переменные, то мояшо было бы свести неравенства
уравнениялс (см. [2]).
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грузоподъемностью G набором грузов с максимальной суммой оценок.
Введем переменные xi,X2,... ,Хп, которым придадим следующий смысл:

I' 1, если ;-й груз будет перевозиться,
^5 = -1

[ О, если 7-й груз не будет перевозиться.

Тогда задача о ранце записывается так:

+ С2Х2 -j- . . . -j- СпХ-

gl^i + g2^:2 + . . . + gn^n ^ G,

(16)

(17)max,

(18)
(19)
(20)● j

(21)Xn — целые.Xi, Xz, ■ ● ■ ,

Чапача выбора наилучшего варианта специализации предприятий. Име-
т предприятий, каждое из которых может выпускать тг видов про-

Пля каждого из предприятий имеется 6 вариантов специализации,
дукци . д предприятии при специализации его по s-му варианту вы-

(в единицу времени) aijs единиц /-го вида продукции. Потреб-
ггт. в продукции 7-го вида (в единицу времени) равна bj. Капиталовло-

ность вариант специализации на г-м предприятии равны kis. Экс-
'^п^ятяпионные расходы (в единицу времени) при реализации 5-го вариан-

гпепиализации на Ш предприятии равны qu.
т pf?veTCH выбрать такой вариант специализации для каждого из т
■^^^стятип чтобы: а) потребность в каждом из продуктов была пол-

11Р®Д“Р .Удовлетворена; б) капиталовложения
ностыо эксплуатационные расходы были минимальными.

'   доплатами. В таких задачах на переменные
линейные условия (12) —(14), но целевая

та

не превышали заданной ве¬

личины
Задача фиксированными

,Хп накладываются
ifl имеет следующий вид:

Xij XZi ● '
функция (22)Ci (^^i) + (^2(^2) + ■ ■ ● + (a:n)

0, если Xj — 0,где
(220Cj(Xj) =

-}- djy если Xj > 0.CjXj

тгяпример переменная Xj означает интенсивность использова-
ппнобретаемого станка /-го типа (причем заранее известно, что

пио^ести не более одного станка каждого тина). Тогда с,--
^!ионные расходы на единицу машинного времени, а  - рас-

SpotohL единицы оборудования ;-го тина.
^ Хяивояжере. Имеется п городов. Для каждой пары городов

„егтно расстояние Cij. Требуется найти такой маршрут, который
i I, i известно р ^ ^ jjjg фиксированном городе, прохо-
начянается и ко остальные города. Длина маршрута должна
пя по одному разу н р
быть минимальной.

Сладу™/™"™ практически интересные задачи
некоторые ДРУ1 ^д^„„альпого расписания. Имеются т машин и п

Задача сост^ деталь должна пройти обработку на всех (или некото-
деталеи. Ддд каждой детали имеются технологические ограниче

Пусть,
ния вновь
можно
эксплу
ходы на п

Задача о

коммивояжере могут быть сведенычто к задаче о

и
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ния на порядок обработки (например, деталь № 5 после обработки на
машине № 2 должна проходить обработку на машине № 3; или, напри
мер, обработки детали № 3 на машине № 4 всегда должна происходить
до обработки этой детали на машине № 1). Известно время обработки
каждой пз деталей на каждой из машин и время переналадки каждой из
машин с обработки одной детали иа обработку другой детали. Требуется
найти такое расписание (тако11 порядок запуска деталей в обработку для
каждой из машин), при котором общее время выполнения всех работ бу
дет минимальным. Возможны и другие постановки задачи составления
оптимального расписания.

Задачи, у которых все опорные планы полностью целочисленные.
Прежде чем переходить к описанию методов решения задач ЦЛП, отме
тим, что для некоторых задач ЛП целочпсленность оптимального плана
получается «автоматпческп» при решеппп задачи обычными методами ЛП
(за счет того, что все опорные планы задачи полностью целочисленные).

Типичный пример — транспортная задача ЛП, в которой мощности по
ставщиков и потребности потребителей — целые числа.

Существуют и другие задачи такого типа. Однако число подобных за
дач весьма ограничено.

III. О МЕТОДАХ РЕШЕНИЯ З.АДАЧИ ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО
линейного программирования

в консультации [1] отмечалось, что задачу ЛП с п переменными
уравнениями можно было бы решить перебором с систем линейных урав
нений. Однако число обычно слишком велпко и перебор верпшн мно-

и т

гогранника планов приходится рационализировать. Например, метод по-
это метод упорядоченного перебораследовательного улучшения плана

вершин многогранника планов.
Аналогичная ситуация возникает при исследовании задач ЦЛП. Если

мы попытаемся решать задачу ЦЛП прямым перебором, то даже в про
стейшем случае (когда переменные Х{, . . . ,Хп могут принимать лишь зна
чения О и 1) нам придется испытать 2” комбинаций значений переменных
Хи- . .,Хп.

Но уже при тг — 60 2^ 10*®. Даже еслл предположить, что мы рас¬
полагаем машиной, которая может перебрать одип миллион комбинаций
в секунду, то для того чтобы перебрать 2®° комбинаций, такой машине по
надобилось бы более 30 000 лет!

Таким образом, решение задач ЦЛП реальных размеров методом пря
мого перебора практически певозможио.

Поэтому возникает необходимость в разработке алгоритмов для реше
ния подобных задач. Далее мы подробно рассмотрим алгоритм Гомори для
решения полностью целочисленных задач ЛП.

Алгоритм Гомори. Применяя алгоритм Гомори, приходится последова-
вателыю решать конечное число задач ЛП, полученных по определенным
правилам из условий исходной задачи ЦЛП. Для решения этих задач
оказывается удобным применять метод последовательного уточнения оце
нок, который в консультации [2] был лишь упомянут.

Поэтому подробному изложению алгоритма Гомори мы предпошлем
краткое описание метода послвдовйтвлъново уточнения оценок.

Рассмотрим задачу ЛП:
(23)= С\Х\_ + С2Хг “Ь ● ● ● “h СпХ-п шах *,

фуш<цп1г {ciXi . .-]г Сп^п) через хо, вместо
оказывается в дальнейшем очень удобным.

Xq
более* Обозначение целевой

обычного, например /(xi, . . ● 1
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+ ^12^2 + ̂ iTi^n — bi,

d2l^i 022^^2 + . . . + Cl2n^n = bz,
(24)

+ CLm2^2 + ... + flnm^n — bmt

(25)

Так же как и в методе последовательного улучшения плана [2], на
каждом шаге метода последовательного уточнения оценок переменные
Xi, xz, .. . у Хп разбиваются на две группы: 1) т базисных переменных

Xi ; 2) {п — т) небазисных переменных Xj^, Xj., , Xj

Тогда базисные переменные Х{„ Х{^ и целевую функцию Хо можно вы¬
разить через небазысиые переменные xj„ . . . , xj

Xi„ Xil2> ● ● ■ > n—m

n—m

— ЙОО + floi, (—^Ji) + ● ■ ■ +

= ai,Q -f- Ui,j, (—2:j,)+ ... 4" ®i',3

n— (-^j

{—Xj

n—Xo 1m m

h (26)^t, n—m n—m

= di 0 if (—^ii) ~f" ● ● ● ~f" 3‘m m-'n—m ).{—XjXi n—mm

системы уравнений типа (26) мы будем записывать вВ дальнейшем
симплексных таблиц:виде

1 — а:,'J— X; n — тп

а'oа'оо °'d}t jn — mХо

а' ^ iiji ® ii;n — тXiЧ iiO

(26')

а' !
“ imi' а iгЩт т?п — m

Бели ^ m ^ симплексная таблица (26') назы-
^еойственно-допустимой.

Если й1о ^ ^ ^0. то симплексная таблица (26') назы-
допуетшой. В последнем случае таблице (26') соответствует сле-
ii опорный план:

вается

вается
дующпи t = 0. (27)о, Xj^ — О, .. Xi3XiXii = ^iiO, ● ● ● 1 ● 1 n—mmm

симплексная таблица (26') является одновременно
ветствующий опорный план

допустимой
Если

»-"ГдГи723)--(25).
то соот  — это опти-

и Д®
мольный план

   ; in ji, /2, ●●●! /п_яи нзтиерующио переменные,—это те же
* Индексы ги ^ ^ ^ ^ взятые в другом порядке. Например, если

самые ’inc.na 1, А разбиваются на базисные переменные

пебазисные хз, ^i, 25, то (ii, ■ ■ ■ , tm) = (м. ^г) — (2, 4) и (/i, . /п_т) —Xz
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Переходим к непосредственному изложению метода последовательно
го уточнения оценок. Заметим, что, применяя этот метод, получаем ряд
двойственно-допустимых таблиц, последняя из которых является также
и допустимой *.

1. Составляем двойственно-допустимую таблицу (26'). Если она яв
ляется также п допустимой, то вычисляем оптимальный план по форму
ле (27). Если таблица (26') не является допустимой, то переходом к п. 2.

2. Из коэффициентов . .. » O'' выбираем наибольший по абсо
лютной величине отрицательный коэффициент Строку г\- объяв¬
ляем направляющей.

3. В строке находим тот из отрицательных элементов этой стро-
для которого отношение минимально

(если в направляющей строке все элементы a4j(/>l) неотрицательны ,
исходная задача неразрешима). Столбец ji объявляем паправляю-

ки

то
щим.

4. Преобразуем таблицу (26') по следующим правилам (выводим
переменную лг^^из базиса и вводим в базис переменную Xj)\

а) ведущий элемент заменяем на

б) элементы направляющего столбца лежащие вне направля¬
ющей строки {p=j=k), заменяем на —

в) элементы направляющей строки лежащие вне направляю
щего столбца заменяем на

г) элементы лежащие вне направляющей строки и направляю¬
щего столбца {рфк, q=j=l), заменяем на

“ ipj q (“ V hi l) ●

5. Повторяем пп. 2—4 до тех пор, пока таблица (26')
стимой. Вычисляем оптимальный план по формуле (27).

Алгоритм Гомори основан на следующей теореме, позволяющей «от
секать» оптимальный нецелочисленный опорный план задачи ЛП, не
«отсекая» ни одного целочисленного плана

Теорема. Допустим, что задача ЛП (23) — (25)
целочисленный опорный план xi, ^2, ... ,Хщ которому соответствует допус
тимая и двойственно-допустимая симплексная таблица (26'),
{Xi„ .. . ,Xi

не станет допу-

имеет оптимальный не-

так что

) =. (л^,01 . . J О ,..., 0) и д;о = Яоо*

Пусть а i^o —нецелое. Тогда неравенство

{oi^5.} 3^1, +... ^3
1) не выполняется для плана Xi,X2, . .
целочисленных планов задачи (23) — (25).

Здесь через {а }. . . {я {^зп-^т обозначены дробные доли со-

■ J Oi от П—7П т

^ {%о} (28)п—m

2) выполняется для всех● 1

ответствующих чисел
* Формал1лю метод последовательного улучшения плана [2] отличается от ме

тода последовательного уточнения оценок лишь правилом выбора направляющего
элемента.

Более подробные пояснения, а такясе геометрическую интерпретацию см.-к *

ниже.*** Каждое число z мояшо единственным способом разлояшть на два слагаемых
(г = [г]-Н {г}), если потребовать, чтобы [z] было целым, а {г} удовлетворяло усло
вию о ^ {г} < 1. [z] называется целой частью числа z, а {г} дробной долей числа
Z. Например: [1,5] = 1, {1,5} = 0,5; или [—i,4] — —2, {—1,4} = 0,6.
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Замечание. Если все коэффициенты Cj целевой функции хо — целые
= 1^ 2, ..., тг), то и а:о должно быть целым числом. В этом случае, если

ддр' — нецелое, то теорема верна и при замене неравенства (28) на сле
дующее аналогичное неравенство

{floi,} + ● ● ● + (280n—m n—»L‘

В дальнейшем «отсекающее» неравенство (28) или (28') нам будет
удобнее записывать, вводя новую неотрицательную целочисленную пере
менную т):

} (29)?i—m’n—m

(30)
(31)Ц — целое

(пои k — 0 полагаем всегда ift — го — 0).
Теперь изложим алгоритм Гомори для решения полностью целочис

ленной задачи ЛП, т. е. задачи (23)-(25) с дополнительным условием
целочисленности всех переменных:

(32)xi, хг, . ● ● ^ целые.

последовательного улучшения плана решаем задачу ЛП
получаем допустимую и двойственно-допустпмую спмплекс-

a'i^Q —целые, то опорный план, соответ-
I — это оптимальный план исходной

о  есть нецелые, то переходим., а i тт»

1. Методом
(23)-(25)

таблицу ^
и

ную
Если все числа ,од ’ --

ствующий таблице (26 ) (см. (27))
задачи (23) (25), ( )■

Если же среди чисел » ● ●

к п. 2.
HvpTb — минимальный номер строки (среди номеров

Н 2 тг)*), для которого аV -нецелое.
Ппип^тваем снизу к таблице (26) следующую строку:  п =

^  (очевидно, что после этого

быть допустимой).
таблица (26') перестает

Ч Последовательно преобразуем таблицу (26 ) по правилам метода по-
!ол^ного уточнения оценок до тех пор, пока таблица (26') не ста-

следовательп - Если опорный план, соответствующей пересчитан-
нет опять допустимое ло^^сленный
ной таблице )■> ,^„^ппной задачи. Если же этот опорный план не-
оптимальным планом^™^^ ^
является целоч!^^ числа гл в п. 2 алгоритма можно производить раз-

Замечаиие. Ьыо р „д, выбором связана конечность алгоритма,
личными деяий.
а также объем применение алгоритма Гомори на численном при-

Проиллюстрируе _ геометрическую интерпретацию, поясняющую
мере. Одновременно д ^ лежащую в основе алгоритма Гомори.
идею «метода отсе

 коэффициенты
номер ih следует выбира
1о = 0.

то этот опорный план является

(/ = 1, ... , л) целевой функции жо — целые,
номеров (0, 1, Нужно лишь ®сегда считать.

ТО'
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Пример.
(33)х\-\- хг-^ max,

5^1 + Ж2 ^ 9, (34)

Xi 4- 5x2 ^ 9, (35)

(36)

(37)^1, Х2 — целые.

Вводим свободные переменные xz ^ х^ к переписываем задачу в кано
нической форме (см. [2]):

Xi + Х2 (330max

5Xi + Х2-\- Xz~

Xi -f- 5ж2 + = 9,

(340

(350

(360

(37')Xi, xz, xz, x^ — целые.

Решаем задачу (330 — (360 методом последовательного улучшения
плана (см. [2]) и получаем допустимую п двойственно-допустимую спм-
плекснуто табл. 1 (без нижней строки). Условия и оптимальный план
(а^Л х^) задачи (330 — (360 изображены на рис. 1.

Таблица 1 Таблица 2
— Лг11 — Лз— хг — Xi

о 123 1/6 1/6 ХоХо

1 —13/2 15/24 —1/24Xl а?1

23/2 —1—1/24 5/24 1Х2 Ха

3 —9-1/2 -5/24 —23/24 * 4Л1 Xl

33 —4Хз

План (xi'^, Xz^) = (Уг, Уг) не удовлетворяет условию целочислепности.
Из чисел (хо, Xi, Хг) = (3, ^2, V2) первым по номеру нецелым является
Х\^. По строке Xl формируем дополнительное ограничение, вводя неотри
цательную (целочисленную) переменную rii^

i  23
Л1 = — х^ ■— —
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Рис. 4

V гпответствующую строку к табл. 1. Табл. 1 становится
п добавляем снизу со ограничение r\i О «отсекло» от множе-
„едопустдмой. (.1 /.) = {Ч., Ч.), по не «отсекло»
ства планов j_ ; плана (см. рис. 2). Получилась новая задача
ни одного целочп условия которой записаны в табл.  1 и пзо-
лпиейного программирования, у
бражены па подобным же образом, мы еще два раза вво-

Продолжая деиствова^ть^п^д^^ (р. > О п рз ^ 0) и,  в конце концов.
СмТшошГс исходной задачи (33)-(37) (см. табл. 2). Последова-получаем Р^шонахс . ^_;:^.,рдауточыых» нецелочисленпых рсшешш и по-

тельное решения изображено на рпс. 1—4.
лучение окончательно! i модпфикацпю своего алгоритма, приспособ-

Гомори ™ ИЕО целочислепиой задачи ЛП.
ленную для решения j,„oro вида. Мпогпе задачи сводятся к задаче

О решении задач сп ц дз^ьма большого количества переменных.
ЦЛП лишь после методы решения общей задачи ЦЛП (и, в ча-
Между тем, сушествующ них-метод Гомори) пока что еще
стности, наиболее достаточно большого размера. Поэтому раз-

позволяют решать зад ^^зующие спецпфпку определенных типов
алгоритмы, HOUW

примера специализированного алгоритма можно
простого Р упомянутой выше задачи о ранце, ис-В качестве

‘>”гоРИ™д«^„з,еского программирования.

>

не
рабатываются
задач.

упомянуть
пользующий идею
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